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ANNEXE |

ALGEBRE DE BOOLE

L'algébre de Boole est une algébre logique dans laquelle une proposition est vraie ou
fausse mais ne peut pas étre les deux a la fois, De méme un circuit ne peut &tre qu'ouvert ou
fermé, Il est alors intéressant d'appliquer cette algébre aussi bien dans les circuits de com-

-~

mitation & deux positions stables (ouvert = 1 , fermé = 0) que dans le domaine administratif,

L'algébre de Boole est qualitative, elle ne permet de connaitre seulement que l'état fi-
nai d'un systéme,

I.| - OPERATIONS FONDAMENTALES

Par convention, nous adopterons le couple (0,1) pour exprimer les deux valeurs possibles
de chaque variable booléemne,

l. Il - SOMME LOGIQUE (réunion, fonction OU)

Soit deux variables A et B ne pouvant prendre que deux valeurs 0 ou 1, il est pos-
sible de définir une fonction Z qui vaut 1 si A ou B vaut 1,

0 | o 0 Ve %
X III
Y—

1 0 1

1 1 1 Z=-AUB

Remarque : il ne faut pas confondre le symbole + de la somme logique et le symbole + de |'addi-
tion arithmétique ou binaire.

+ =4

1

A (idempotence)

B + A (commutativité)

(A + B) + C (associativité)

Propriétés :

0
+ 1
+ A
B
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1,12 = PRODUIT LOGIQUE (intersection, fonction ET)

) La fonction ET appliquée aux deux variables A et B, dont le résultat, Z, est égal
a 1 si A et B sont respectivement égales a 1,

A B Z = A*B
0 0 0 A 8 Z=A;B
/ / X7 A—e
0| 1 0 % | ——
B—
1 0 0
Circuit correspondant Représentation
1 1 1 Z=AnB symbol ique
Propriétés : A¥0=0
A¥1=4
A* A=A (idempotence)

A*¥B=B%*A (commutativité)
A¥ (B*¥0) = (A*B) ¥C (associativité)

1.13 = DISTRIBUTIVITE DU PRODUIT PAR RAPPORT A LA SOMME
A*¥ (B+C) = (A¥XB) + (A¥0)
1. 14 - LA NEGATION (complémentation, NON)

Est appelé complément, tout élément pour lequel la propriété A n'est pas vérifiée
ou affirmée (A = 0).

. A x
A A v
o |1 ALl NON | A
ﬂ__—!
1 0
Représentation

Circuit non symbol ique

»|
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I.15 = THEOREMES FONDAMENTAUX

L'algébre de Boole est basée sur la réunion, l'intersection et la complémentation.

B[ A | B [ak (4| a [#8| a8 |as| axamy |3B| 35| % | 2B
o1 1|1 ]ofo]o 0 0 0 111 |
11 o1 |o]o]o 0 1 0 0o |lo]1 |1
o {lo |11 ]|of1]o 1 1 1 e lolf1 |1
1o [oft |o]1]1 1 1 1 o lo|o |o

L'examen du tableau ci-dessus permet de vérifier les relations suivantes

A+ A=

A¥Aa=0
A=A (involution)
A+A%B =4 (absorption)

A¥ (A+B) = A (absorption)

Dualité (théoréme de Morgan)

Il y a dualité entre les operations OU et ET et les variables 1 et 0,

A+B:=A*B
A¥B=A+B
Autres relations :
A¥(A+B) =A¥B A+ (AB) =A+B
B¥ (B+A) = A¥B B+ (BA =A+B

AXB+AXB (A+B) X (A+B) = A

n
-
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1.2 - ALGEBRE DE BOOLE DE VARIABLES BOOLEENNES

A partir des variables booléennes a , b, ¢ , d (susceptibles de prendre les valeurs 0 ou
1), il est possible de définir :

- des mondmes @ "produit”"d'un certain nombre de ces variables ,

Exemples : a, bd , bed o &, b, C .... Sont respectivement
les compléments de a , b, € ,... (1)

- des polynémes : "somme" de monOmes ,

Exemple : ab + ¢ + bed + ad

.21 - FONCTIONS DE VARIABLES BOOLEENNES

On dit qu'une quantité booléenne f est fonction des variables booléennes a, b, ¢
si la donmée de a , b, C ,ess détermine la valeur de f.

£f(a, b, C,ses)
Exemple : y = abcde + abede + abcde

qui vaut 1 pour les valeurs suivantes des variables,

a b c d e abcde abcde abede ¥y
1 1 1 1 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0 1 1

1,22 - FORME CANONIQUE

On appelle monome canonique un mondme ol figurent les n variables de la fonction
sous forme directe ou complémentée,

Exemple : ¥ = abc + abc + abc + abc
Un minterme est un produit booléen de n variables.
Exemple : ;)c . ab; sees

Un maxterme est une somme booléenne de n variables.

Exemple : a*b*c.;95'c....

(1) &, complément de a, vaut 1 lorsque a a pour valeur 0 et 0siavautl; o, complément
de b,.e.
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Théoreme : Toute fonction booléenne peut toujours étre développée en une seule somme de minter-
mes.

1.3 — PRATIQUE DU CALCUL BINAIRE
.31 = METHODE ALGEBRIQUE

En partant de la fonction initiale essayer de supprimer :

- les termes répétitifs : A+A=A

- les termes nuls : A*A+B=B

- les tautologies (A+A=1: A¥B+AXB=AX(B+B) = A
- les termes : A+ A*XB=A

- les variables superflues : A+AB=A+B

11 est aussi possible de simplifier en utilisant le théoréme de Morgan ou ceux por-
tant sur la distributivité.

1.32 - METHODE GRAPHIQUE

La représentation des monomes par des surfaces peut conduire & une simplification
des fonctions.

Exemple 1 :

BxA




A‘ l¢6

Exemple 2 : Simplifier la fonction

f = abed + bed + acd + bed + abed

ZRMINE=

NNV

b { 3’7 A\
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f=ub+a;&*lwz'l)a
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I.4 = UTILISATION DES FONCTIONS
I.41 -~ ORGANE DE CALCUL D'UN CALCULATEUR
Les calculs peuvent etre effectués :

- en série : l'opération s'effectue séparément sur chaque chiffre, a la maniére ha-
bituelle. A tout instant les calculs portent sur des chiffres de méme poids, en commengant par
ceux de poids inférieurs.

- en parallele : les opérations sont effectuées nombre & nombre.

Si 1'on a n chiffres par nombre, il faudra n additionneurs.

.41 = Additionneur binaire (exemple de 1'additionneur série)

Soit a effectuer 1'addition des deux nombres.

A = a-n an'l DR ) a” DR NN ) 8l

v~}
]

(=2

=

n n=1 IR LR R RN bp LR R R RN bl

Envisageons les opérations portant sur les chiffres de rang p compris en-
tre 1 et n,

Soit : S, la somme modulo 2 de a, et de bp et

Sn la retenue

Le demi additionneur est ]'organe logique qui permet d'obtenir 5, et I,

L'addition compléte sera obtenue en ajoutant s et r . retenue de 1" opé-
tion précédente.

Le tableau de vérité doit €tre le suivant:

as | by | su | T, Ep Bp ab | ab | ab+ab
0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0 0
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Ces circuits peuvent etre réalisés a 1'aide de circuits "ET" et "OU" et "NON".

Circuit dilemme (ap @bp)

Tp_
e NON
ET22
/] Bp
‘ ou db«ab
5 [ET %
By ——| NON | E*

Demi additionneur (3 ADD)




A-1.9

L'additionneur

L'additionneur peut etre réalisé a partir d'un demi additionneur, confor-

mément au tableau de vérité suivant ou Ry, représente la retenue de 1'ad’ition précédente, S,

la somme modulo 2 compléte et Rp la retenue du cycle p.

a b R 5 R
p D n-1 P P
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
r,
Op—- P L g
R
th ADD ou d
s o
— P P
15 ADD
Rp-l Sp .

ligne a retard

La ligne a retard a pour but de retarder d'un cycle la retenue R, R"_l

correspond aussi a la retenue du cycle de calcul précédent.
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Dans un tel additionneur série les chiffres binaires arrivent les uns aprés
les autres et le résultat est obtenu chiffre aprés chiffre.

.412 - Le multiplieur.

La muitiplication est obtenue par une succession d'additions.,

Son étude sort du cadre du présent document.

.42 < UTILISATION DE L'ALGEBRE DE BOOLE DANS LES PROBLEMES ADMINISTRATIFS

. Les opérations de 1'algébre de Boole correspondent exactement auxopérations depar-
tition des ensembles. L'association d'une variable binaire & toute condition simple permet la
transposition immédiate d'un texte sous forme d'expressions dites "booléemnes'.

Exemple : Reéglement d'accession & la propriété,

"Le personnel majeur de 1'Entreprise, en activité de service est seul susceptible
de bénéficier d'une aide ; 1'agent mineur marié peut présenter une demande.

Définition des variables binaires :

- faire partie de 1'entreprise e
- 8tre en activite )
- étre majeur m
- ftre mineur m
- &tre marié M

L'agent a droit si :

eam=1
ou : eamM=1
c'est-a-dire ; eam+eamM=1

]
-

ea(m+ m M)

i
—

ea(m+ M

Moins explicites que les tables de décision, les expressions booléennes offrent en
revanche les avantages suivants :

la concision |

1a possibilité de simplification, grdce a 1'utilisation desrégles
pratiques de calcul ,

- le regroupement des cas .

1'exhaustivité.



